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�àáîòà âûïîëíåíà íà êà�åäðå òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè èìåõàòðîíèêè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòàÌîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòàèìåíè Ì.Â. ËîìîíîñîâàÍàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,ïðî�åññîð À.Â. Êàðàïåòÿí,Î�èöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,ïðî�åññîð À.Ï. Èâàíîâ,êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,È.Ô. ÊîæåâíèêîâÂåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêèèìåíè À.Þ. Èøëèíñêîãî�îññèéñêîé àêàäåìèè íàóêÇàùèòà ñîñòîèòñÿ 30 àïðåëÿ 2010 ãîäà â 16 ÷àñîâ 30 ìèíóò íàçàñåäàíèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 501.001.22 ïðè Ìîñêîâñêîìãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïî àäðåñó:119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, �ëàâíîå çäàíèå Ì�Ó, ìåõàíèêî�ìàòåìàòè÷åñêèé �àêóëüòåò, àóäèòîðèÿ 16-10.Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå ìåõàíèêî-ìàòå�ìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ì�Ó (�ëàâíîå çäàíèå Ì�Ó, 14 ýòàæ).Àâòîðå�åðàò ðàçîñëàí 30 ìàðòà 2010 ãîäà
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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòûÀêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Çàäà÷à î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà ïîíåïîäâèæíîé îïîðíîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êëàññè÷åñêèõçàäà÷ äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà, ïðèâëåêàâøåé âíèìàíèå ìíîãèõ ó÷å�íûõ. Çà ïîñëåäíèå òðèñòà ëåò â çàäà÷å î äâèæåíèè òåëà ïî ïîâåðõíî�ñòè ïîëó÷åíî ìíîãî âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ, è èíòåðåñ ê ýòîé çàäà÷å âïîñëåäíåå âðåìÿ òîëüêî óñèëèâàåòñÿ. Äëÿ ïîñòàíîâêè äàííîé çàäà÷èî÷åíü âàæíûì è íåïðîñòûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ âûáîð ìàòåìàòè÷å�ñêîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó òåëîì è îïîðíîéïîâåðõíîñòüþ. Çäåñü ìîæíî âûäåëèòü òðè îñíîâíûå ìîäåëè: ìîäåëüàáñîëþòíî ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè, ìîäåëü àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ïî�âåðõíîñòè è ìîäåëü ïîâåðõíîñòè ñ òðåíèåì. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ÷à�ùå âñåãî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà òåëî äåéñòâóåò òîëüêî ñèëà òðåíèÿ,îïèñûâàåìàÿ ìîäåëüþ Êóëîíà. Îäíàêî, ýòà ìîäåëü ïðèãîäíà, âîîá�ùå ãîâîðÿ, òîëüêî ïðè ïîñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè òåëà, òîãäà êàêïðè ïîñòóïàòåëüíî-âðàùàòåëüíîì äâèæåíèè òåëî íåðåäêî âîçíèêà�åò íåñîîòâåòñòâèå ìåæäó òåîðåòè÷åñêèìè (â ðàìêàõ ìîäåëè Êóëî�íà) è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè. Âïåðâûå íà íåîáõîäèìîñòüóòî÷íåíèÿ çàêîíà Êóëîíà îáðàòèë âíèìàíèå Êîíòåíñó, ïðåäëîæèâìîäåëü òðåíèÿ, ó÷èòûâàþùóþ êàê ñèëó òðåíèÿ, òàê è ìîìåíò òðå�íèÿ âåð÷åíèÿ. Âïîñëåäñòâèè ýòà ìîäåëü áûëà ðàçâèòà â ðàáîòàõ Â.Ô.Æóðàâëåâà, À.Ï. Èâàíîâà, À.Â. Êàðàïåòÿíà, À.À.Êèðååíêîâà è äð.Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà ïðè íàëè÷èèòðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíûì.Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà êà�÷åñòâåííîìó, àíàëèòè÷åñêîìó è ÷èñëåííîìó àíàëèçó äèíàìèêè îäíî�ðîäíîãî øàðà, äâèæóùåãîñÿ ïî íåïîäâèæíîé øåðîõîâàòîé ãîðèçîí�òàëüíîé ïëîñêîñòè, ñ ó÷åòîì âñåõ âèäîâ òðåíèÿ â ðàìêàõ ìîäè�èöè�ðîâàííîé ìîäåëè Êîíòåíñó, ïðåäëîæåííîé À.Â. Êàðàïåòÿíîì.Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó�÷åííûå â ðàáîòå, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ðàíåå íåèçâåñòíûìè. Âïåðâûå3



ïîñòàâëåíà è ðåøåíà çàäà÷à î äâèæåíèè îäíîðîäíîãî øàðà ïî íåïî�äâèæíîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âçàèìî�äåéñòâèå øàðà ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ îïèñûâàåòñÿ îáîáùåííîé ìî�äåëüþ Êîíòåíñó, â ðàìêàõ êîòîðîé ó÷èòûâàþòñÿ âñå âèäû òðåíèÿ �ñêîëüæåíèÿ, âåð÷åíèÿ è êà÷åíèÿ.Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîí�íîé ðàáîòû îáîñíîâàíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíè�êè è ìåòîäîâ êà÷åñòâåííîé òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Êà÷åñòâåííî�àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïðîèëëþñòðèðîâàíû è ïîä�òâåðæäåíû ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî àíàëèçà.Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû. �àáîòàíîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòüèñïîëüçîâàíû â èññëåäîâàíèÿõ, ïðîâîäèìûõ â Ì�Ó èìåíè Ì.Â. Ëî�ìîíîñîâà, Èíñòèòóòå ïðîáëåì ìåõàíèêè èìåíè À.Þ. Èøëèíñêîãî�ÀÍ, Âû÷èñëèòåëüíîì öåíòðå èìåíè À.À. Äîðîäíèöûíà �ÀÍ, Èí�ñòèòóòå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èìåíè Ì.Â. Êåëäûøà �ÀÍ, Ìîñ�êîâñêîì �èçèêî-òåõíè÷åñêîì èíñòèòóòå (�îñóäàðñòâåííûé Óíèâåð�ñèòåò) è äðóãèõ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ öåíòðàõ.Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. �åçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòà�öèè, äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì è îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõñåìèíàðàõ è êîí�åðåíöèÿõ:
• Ñåìèíàð ïî àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå è óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿêà�åäðû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè è ìåõàòðîíèêè Ì�Ó ïîä ðó�êîâîäñòâîì ÷ë.-êîðð. �ÀÍ Â.Â. Áåëåöêîãî , ïðî�. À.Â. Êàðà�ïåòÿíà è ïðî�. ß.Â. Òàòàðèíîâà, 2008, 2009ã.
• Êîí�åðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ Èíñòèòóòà ìåõàíèêèÌ�Ó, 2008,2009ã.
• Íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ �Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ� Ì�Ó, 2009ã.
• Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ ïî ìåõàíèêå �Ïÿòûå Ïî�ëÿõîâñêèå ÷òåíèÿ�, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2009ã.4



• Ñèìáèðñêàÿ ìîëîäåæíàÿ íàó÷íàÿ øêîëà ïî àíàëèòè÷åñêîé äè�íàìèêå, óñòîé÷èâîñòè è óïðàâëåíèþ äâèæåíèÿìè è ïðîöåññà�ìè, ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè àêàäåìèêà Âàëåíòèíà Âèòàëüåâè÷à�óìÿíöåâà, Óëüÿíîâñê, 2009ã.Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòûèçëîæåíû â òðåõ ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ, äâå èç êîòîðûõ îïóáëèêîâàíûâ æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâåäåí âêîíöå àâòîðå�åðàòà.Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââå�äåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 59 íàèìå�íîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè � 100 ñòðàíèö.Ñîäåðæàíèå ðàáîòûÂî ââåäåíèè îïèñàíà ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü è öåëü íàñòîÿùåéäèññåðòàöèè, äàí îáçîð ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ äâèæå�íèÿ îäíîðîäíîãî øàðà ïî øåðîõîâàòûì ïîâåðõíîñòÿì ñ ñóõèì òðå�íèåì, à òàêæå ïðèâåäåíî êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è, âûïèñàíû ñè�ëà è ìîìåíò òðåíèÿ â ðàìêàõ ìîäè�èöèðîâàííîé ìîäåëè òðåíèÿ,à òàêæå èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ýòîé ìîäåëè, êîòîðûå ñóùåñòâåííîèñïîëüçóþòñÿ ïðè àíàëèçå äèíàìèêè øàðà.Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñèëà òðåíèÿ F è ãëàâíûéìîìåíò M ñèë òðåíèÿ, äåéñòâóþùèå íà øàð è ïðèëîæåííûå â òî÷êåêîíòàêòà øàðà ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ââèäå
F = F(u, εaω, µ), M = εaΦ(u, εaω, µ)Çäåñü u� ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ øàðà, ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü øàðà, a� ðàäèóñ øàðà, µ = εδ (ε ∈ [0, 1], δ ∈ [0, 1] � ïàðàìåòðû, õàðàêòåðè�çóþùèå ðàññìàòðèâàåìóþ ìîäåëü òðåíèÿ). Äîêàçàíî, ÷òî ðàññìàò�ðèâàåìàÿ ìîäåëü òðåíèÿ îáëàäàåò ïîëíîé äèññèïàöèåé.5



Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ øàðà ââîäèòñÿ ïîäâèæíûé îðòîíîðìè�ðîâàííûé ðåïåð e1, e2, e3 òàêîé, ÷òî îðò e1 íàïðàâëåí âäîëü ñêîðî�ñòè ñêîëüæåíèÿ u = ue1 øàðà, îðò e2 îðòîãîíàëåí ñêîðîñòè ñêîëü�æåíèÿ u è, êàê è e1, ëåæèò â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, à îðò e3íàïðàâëåí âäîëü âîñõîäÿùåé âåðòèêàëè. Â ïðîåêöèÿõ íà îñè, ñâÿçàí�íûå ñ ýòèì ðåïåðîì, ñèëà è ìîìåíò òðåíèÿ èìåþò, ñîîòâåòñòâåííî,âèä F = F1e1 + F2e2, M = M1e1 +M2e2 +M3e3.Ôóíêöèè F è Φ àíàëèòè÷íû ïî µ, ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîíåíòû
Fi (i = 1, 2) ñèëû òðåíèÿ è Mj (j = 1, 2, 3) ìîìåíòà ñèë òðåíèÿìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì µ:

Fi = F
(0)
i + µF

(1)
i + µ2F

(2)
i +O(µ3)

Mj = M
(0)
j + µM

(1)
j + µ2M

(2)
j + O(µ3)ßâíûå âûðàæåíèÿ �óíêöèé F

(0)
1 è M

(0)
3 áûëè ïîëó÷åíû Â.Ô. Æó�ðàâëåâûì (1998). Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðà�æåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ �óíêöèé F

(k)
i , M (k)

j (k = 0, 1, 2), â ÷àñòíîñòè,ïîêàçàíî, ÷òî F
(0)
2 = 0, M (0)

1 = M
(0)
2 = M

(1)
1 = 0.Äîêàçàíî, ÷òî êîìïîíåíòà F2 ñèëû òðåíèÿ, îðòîãîíàëüíàÿ ñêî�ðîñòè ñêîëüæåíèÿ øàðà, è êîìïîíåíòà M1 ìîìåíòà ñèë òðåíèÿ, ïà�ðàëëåëüíàÿ ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ, îáðàùàþòñÿ â íóëü, åñëè è òîëüêîåñëè óãëîâàÿ ñêîðîñòü øàðà îðòîãîíàëüíà ñêîðîñòè åãî ñêîëüæåíèÿ(ω1 = 0). Åñëè ïðè ýòîì åùå è óãëîâàÿ ñêîðîñòü âåð÷åíèÿ øàðà

ω3 = 0, òî è âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà M3 ìîìåíòà ñèë òðåíèÿ îáðà�ùàåòñÿ â íóëü.Âî âòîðîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ êà÷åñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîå èñ�ñëåäîâàíèå äèíàìèêè øàðà. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ øàðà â ïðîåêöèÿõ
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íà ïîäâèæíûå îñè, ñâÿçàííûå ñ ðåïåðîì e1e2e3, èìåþò âèä
mu̇ =

7F1

2
−

5M2

2a

uΩ =
7F2

2
+

5M1

2a

ma(ω̇1 − ω2Ω) =
5F2

2
+

5M1

2a

ma(ω̇2 + ω1Ω) = −
5F1

2
+

5M2

2a

amω̇3 =
5M3

2aÇäåñü m � ìàññà øàðà, Ω = Ωe3 óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïîäâèæíîãî ðåïå�ðà. Â ïåðâîì ïàðàãðà�å âòîðîé ãëàâû ïðîâåäåíà èíòåðïðåòàöèÿ îñ�íîâíûõ ñâîéñòâ äèíàìèêè øàðà â ðàìêàõ ìîäåëè Êîíòåíñó�Æóðàâëå�âà ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòîäà îáîáùåííûõ äèàãðàìì Ñìåéëà.Âî âòîðîì ïàðàãðà�å âòîðîé ãëàâû ïðîâåäåí àíàëèç äèíàìèêèøàðà â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè òðåíèÿ. Îòìå÷åíî ñóùåñòâî�âàíèå èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ ω1 = 0 è ω1 = ω3 = 0. Äîêàçàíî, ÷òîçà êîíå÷íîå âðåìÿ tR øàð îñòàíîâèòñÿ, ïðè÷åì â ìîìåíò âðåìåíè tRñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ øàðà u è åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω îáðàùàþòñÿâ íóëü îäíîâðåìåííî.Â òðåòåé ãëàâå ïðîâîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå íåêî�òîðûõ ÷àñòíûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ øàðà â ïðèáëèæåííîé ïîñòàíîâ�êå (ñèëà è ìîìåíòà òðåíèÿ, äåéñòâóþùèå íà øàð â òî÷êå êîíòàêòàøàðà ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ, áåðóòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿä�êà µ2 âêëþ÷èòåëüíî). Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåíî äâèæåíèå øàðà íàèíâàðèàíòíîì ìíîæåñòâå ω1 = ω3 = 0. Ïîëó÷åí ïåðâûé èíòåãðàëñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Äîêàçàíî, ÷òî êà÷åíèå øà�ðà áåç ñêîëüæåíèÿ è ñêîëüæåíèå øàðà áåç êà÷åíèÿ íåâîçìîæíû.Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà â íà÷àëüíûé ìîìåíòâðåìåíè u(0)2 + a2ω2
2(0) 6= 0 è u(0) · ω2(0) = 0, èìååò ìåñòî íåðà�âåíñòâî u(t)ω2(t) > 0 ∀t ∈ (0, tR). Â çàêëþ÷èòåëüíîì ïàðàãðà�å7



òðåòüåé ãëàâû äîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíû êà÷åíèÿ øàðà ïî ïëîñêîñòèñî ñêîëüæåíèåì è çàêðó÷èâàíèåì, íå ñîïðîâîæäàþùèåñÿ âåð÷åíèåìøàðà âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè, à òàêæå, ÷òî, êàê è â ðàìêàõ ìî�äåëè Êîíòåíñó�Æóðàâëåâà, âîçìîæíû ðàâíîçàìåäëåííûå âåð÷åíèÿøàðà.×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó àíàëèçó äèíàìèêèøàðà íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Ïðîâåäåí àíàëèç òèïè÷íûõ ðå�æèìîâ äâèæåíèÿ øàðà è ïîäòâåðæäåíû êà÷åñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèåðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå âî âòîðîé è â òðåòüåé ãëàâàõ. ×èñëåííûåðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû ãðà�è÷åñêè.Íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåíû íàèáîëåå òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåí�íûõ ðàñ÷åòîâ: çàâèñèìîñòè �àçîâûõ ïåðåìåííûõ îò âðåìåíè (ìàñ�øòàá âðåìåíè íåðàâíîìåðíûé).
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íîâêè øàðà ìîæíî ðàçáèòü íà òðè èíòåðâàëà: tR = t0 + tε + tµ, ãäå
t0 ∼

2u(0)

7kg
, tε ∼

32aω3(0)

15πkg

1

ε
, tµ ∼

aω2(0)

kg

1

εµÍà ïåðâîì èíòåðâàëå âðåìåíè [0, t0] ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ øàðà(u) �áûñòðî� óáûâàåò äî çíà÷åíèé ïîðÿäêà ε, ãîðèçîíòàëüíàÿ êîì�ïîíåíòà óãëîâîé ñêîðîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ(ω2) âîçðàñòàåò, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû óãëîâîé ñêîðîñòè (ω1, ω3)ïî÷òè íå ìåíÿþòñÿ. Íà âòîðîì èíòåðâàëå âðåìåíè [t0, t0+ tε] äî çíà�÷åíèé ïîðÿäêà µ óáûâàþò u (�ìåäëåííî�), ω1 è ω3 (�áûñòðî�), à ω2ïî÷òè íå ìåíÿåòñÿ. Íà òðåòüåì èíòåðâàëå âðåìåíè [tε, tε + tµ] âñåïåðåìåííûå ìåäëåííî óáûâàþò äî íóëÿ.Â Çàêëþ÷åíèè ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:
• Äîêàçàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè òðå�íèÿ, èñïîëüçîâàííîé äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ øàðà ñ îïîð�íîé ïëîñêîñòüþ. Ïîëó÷åíû òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿäëÿ ðàçëîæåíèé êîìïîíåíò ðåçóëüòèðóþùåé ñèëû òðåíèÿ èãëàâíîãî ìîìåíòà ñèë òðåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿä�êà ïî µ âêëþ÷èòåëüíî.
• Ïðîâåäåí ãëîáàëüíûé àíàëèç äèíàìèêè îäíîðîäíîãî øàðà íàïëîñêîñòè ñ òðåíèåì â ðàìêàõ äâóõïàðàìåòè÷åñêîé ìîäåëè òðå�íèÿ: äîêàçàíî, ÷òî øàð îñòàíîâèòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ tR; ñêî�ðîñòü ñêîëüæåíèÿ è óãëîâàÿ ñêîðîñòü øàðà îáðàòÿòñÿ â íóëüîäíîâðåìåííî; êà÷åíèå øàðà áåç ñêîëüæåíèÿ è ñêîëüæåíèå øà�ðà ïî ïëîñêîñòè áåç êà÷åíèÿ íåâîçìîæíû; êà÷åíèÿ (ñêîëüæå�íèÿ) øàðà, ñîïðîâîæäàþùèåñÿ çàêðóòêîé, áåç ñêîëüæåíèÿ (áåçêà÷åíèÿ), íåâîçìîæíû.
• Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç äèíàìèêè øàðà: ïîñòðîåíû òè�ïè÷íûå ãðà�èêè èçìåíåíèÿ �àçîâûõ ïåðåìåííûõ ñ òå÷åíèåìâðåìåíè è òèïè÷íûå òðàåêòîðèè öåíòðà ìàññ øàðà. Ïîëó÷åíàîöåíêà âðåìåíè ïîëíîé îñòàíîâêè øàðà.9
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